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第1章

熱伝導シミュ

1.1 熱伝達・伝導にまつわる語句・用語のまとめ

熱輻射（輻は常用漢字になく、戦後、「放射」に置き換えられた [wikipedia :

http : //ja.wikipedia.org/wiki/％E6％ 94％BE％E5％B0％ 84]）．：熱が電磁波と

して運ばれる現象、または物体が熱を電磁波として放出する現象をさす．

1.2 有限要素法について

1.2.1 有限要素法の全体像

有限要素法の成り立ち，

位置づけ，

分類，

特徴，

一般的な説明

1.3 熱伝導問題のシミュレーション

まず，熱伝導の支配方程式を導出する．式の導出には，矢川ら [1]，小林ら

[2]を参考にした．支配方程式は，以下のエネルギー保存則に (経験則から生

まれた)フーリエの法則を導入することで導出される ([1]pp.2(ブロック線図)，

pp.8(図 2.1)参照)．
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エネルギー保存則

静止している連続体の内の微小直方体の持つ単位質量当りのエネルギーE

は，

E = e (1.1)

ただし，eは内部エネルギーを表し，比熱 c，温度 T を用いると，

e = cT (1.2)

で表せる．微小直方体要素中に含まれるエネルギーは密度を ρとすると，

ρEdxdydz = ρcTdxdydzである．単位時間当たり変化率は，∂(ρcT )
∂t

dxdydz　とな

る．ただし，微小直方体の x, y, z軸方向の微小幅をそれぞれ dx, dy, dzとする．

エネルギー保存則より，

∂(ρcT )

∂t
dxdydz

=
(
単位時間に外部から要素内部に供給される熱量Q̇dxdydz

)
− (単位時間に熱伝導によって外部に流出する熱量q̇) (1.3)

ここで，Q̇は単位時間に単位体積当たりに外部から供給される熱量で，強

制加熱，輻射，化学反応によるものなどがある．ただし，内部で熱が発生し

ないものとする．発生したり，吸収して温度上昇以外のエネルギーとして

変性が生じたりする場合には上式に加えて q̇に加わる熱量を考慮する必要

がある．
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熱伝導による項

フーリエの法則：

単位時間に単位面積を移動する熱量は，その点における温度勾配に比例

する

より，ある点における温度をT，熱伝導係数をλとすれば，その点におけ

る x,y,z方向に伝導する熱量の単位時間，単位面積当たりの値は，それぞれ

−λxx
∂T
∂x
, −λyy

∂T
∂y
, −λzz

∂T
∂z
と書ける．したがって，dx, dy, dzが十分に小さい時，x0

で x軸に垂直な面から流入する熱量は,
(
−λxx

∂T
∂x

)
dydzとなる．微小距離 dx離れ

た点 x0+dxでは，位置 x0での温度勾配 ∂T
∂x
を用いて，Tx+dx = T + ∂T

∂x
dxとなるの

で，流出する熱量は，−λxx
∂Tx+dx

∂x
dydz =

(
−λxx

∂T
∂x

)
dydz + ∂

∂x

(
−λxx

∂T
∂x

)
dxdydzとな

る．よって，単位時間に単位直方体から流出する熱量は， ∂
∂x

(
−λxx

∂T
∂x

)
dxdydz

x x+dx

dz
xyz

dy dxdydzxTxx  ∂∂−λ
dxdydzxTxdydzxT xxxx  ∂∂−∂∂+ ∂∂− λλ

図 1.1 微小直方体に出入りする熱量

となる．同様にして，y, z軸方向でも導出すると，式 1.3の q̇は，

q̇ = −
[
∂

∂x

(
−λ

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
−λ

∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
−λ

∂T

∂z

)]
dxdydz (1.4)

となる．

　以上より，式 1.3に q̇を代入して，両辺を dxdxdzで除すると，

ρc
∂T

∂t
=

∂Q

∂t
+

∂

∂x
λxx

∂T

∂x
+

∂

∂y
λyy

∂T

∂y
+

∂

∂z
λzz

∂T

∂z
(1.5)

ただし，比熱を cとする．
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熱伝導の支配方程式の離散化

本節では，導かれた熱伝導の支配方程式を基に，固体内の３次元熱伝導

式をガラーキン法で離散化する．式 1.5を整理すると次式になる．

ρc
∂T

∂t
=

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
λ
∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
λ
∂T

∂z

)
+ Q̇ (1.6)

ただし，T：温度, λ：熱伝導率, Q：内部発熱率 (Q̇は単位時間に単位体積当たり

に供給される熱量・発熱率), ρ：密度, c：比熱, t：時刻　である．本研究では，

熱伝導する物質は等方性がある (λxx = λyy = λzz = λ)として計算を行う．熱伝

導問題の境界条件は，熱流速を q[W/m2]，境界上での外向き法線ベクトルを

n とするとフーリエの法則より次の式で与えられる ([1]の pp.103の (3)式)．

q = −[λ]
∂T

∂n
(1.7)

以上より，熱伝導問題の支配方程式と有限要素の境界条件が与えられた

ので，支配方程式をガラーキン法によって離散化する．他に離散化する方法

には，リッツ法もあるが，等価な式が出てくるため，省く．

1.3.1 ガラーキン法とは？(定義)

変分法の一種．変分法を拡張した重みつき残差法を基本とする近似解法

1.3.2 ガラーキン法に基づく有限要素法 ([1]pp.104～を補完)

解析対象を有限な要素に分割し，要素内の温度分布を次のように表現

する．

T (x, y, z, t) = [N(x, y, z)]{T (t)}ele (1.8)

//　 (要素内部の任意点の温度を有限要素の節点温度 Tを使ってあらわした

式)//

ただし，有限要素内での任意位置 (x,y,z)・任意時間 (t)の温度をT，要素内部

温度とを結びつける重み関数 [N ](1× nの行マトリクス，n : 有限要素の接点
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数) と，ある時刻ｔにおける有限要素の節点温度ベクトル {T}eleで表す．[N ]

を重み関数として，式 1.6にガラーキン法を適用すると，以下の式になる．∫
v

[N ]T{ ∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
λ
∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
λ
∂T

∂z

)
+ Q̇− ρc

∂T

∂t
}dv = 0 (1.9)

ただし，上付き添え字 T は転置を，vは要素領域を表す．(ガラーキン法は

[N ]T (転置)を付け加える．)

上式について，次のように３つの項に分けて考える．∫
v

[N ]T{ ∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
λ
∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
λ
∂T

∂z

)
}dv (1.10)∫

v

[N ]T
∂Q

∂t
dv (1.11)∫

v

[N ]Tρc
∂T

∂t
dv (1.12)

ここで，式 1.10は，２階微分項を含むので，部分積分を用いて 1階微分に弱

形式化を行う． ∫
v

N∇2Adv =

∫
S

N∇A · ndS −
∫
v

∇N · ∇Adv (1.13)

式 1.13を用いて，式 1.10を変形すると，次式のようになる．∫
v

[N ]T{ ∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
λ
∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
λ
∂T

∂z

)
}dv

=

∫
S

[N ]T
(
λ
∂T

∂x
nx + λ

∂T

∂y
ny + λ

∂T

∂z
nz

)
dS

−
∫
v

{∂[N ]T

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+

∂{N}T

∂y

(
λ
∂T

∂y

)
+

∂{N}T

∂z

(
λ
∂T

∂z

)
}dv (1.14)

式 1.8を式 1.14に適用すると，次式のようになる．ただし，節点温度は空間

の関数ではないので，積分の外に出すことができる．∫
v

[N ]T{ ∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
λ
∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
λ
∂T

∂z

)
}dv

=

∫
S

[N ]T
(
λ
∂T

∂x
nx + λ

∂T

∂y
ny + λ

∂T

∂z
nz

)
dS

−
∫
v

λ{∂[N ]T

∂x

∂[N ]{T}ele
∂x

+
∂[N ]T

∂y

∂[N ]{T}ele
∂y

+
∂[N ]T

∂z

∂[N ]{T}ele
∂z

}dv

=

∫
S

[N ]T [λ]
∂T

∂n
dS　

−
∫
v

λ{∂[N ]T

∂x

∂[N ]

∂x
+

∂[N ]T

∂y

∂[N ]

∂y
+

∂[N ]T

∂z

∂[N ]

∂z
}dv · {T}ele (1.15)
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//([N ]T (転置)はガラーキン法によるもの，[N ]は T = NT によるもの)//

式 1.15の右辺第一項に式 1.7のフーリエの法則の式を適用すると∫
S

[N ]T [λ]
∂T

∂n
dS = −

∫
S

q[N ]TdS (1.16)

が得られる．以上より，支配方程式にガラーキン法を適用 (1.9)することで，

次の離散化された式が得られる．

−
∫
v

λ

{
∂[N ]T

∂x

∂[N ]

∂x
+

∂[N ]T

∂y

∂[N ]

∂y
+

∂[N ]T

∂z

∂[N ]

∂z

}
dv · {T}ele

−
∫
S

q[N ]TdS +

∫
v

[N ]T
∂Q

∂t
dv

−
∫
v

ρc[N ]T [N ]
∂{T}ele

∂t
dv = 0 (1.17)

両辺に−1をかけて∫
v

λ

{
∂[N ]T

∂x

∂[N ]

∂x
+

∂[N ]T

∂y

∂[N ]

∂y
+

∂[N ]T

∂z

∂[N ]

∂z

}
dv · {T}ele

+

∫
S

q[N ]TdS −
∫
v

[N ]T
∂Q

∂t
dv

+

∫
v

ρc[N ]T [N ]
∂{T}ele

∂t
dv = 0 (1.18)

上式を整理すると、次式になる。

[K]{Tele}+ [C]

{
∂Tele

∂t

}
= {F} (1.19)

[K] =

∫
v

λ

{
∂[N ]T

∂x

∂[N ]

∂x
+

∂[N ]T

∂y

∂[N ]

∂y
+

∂[N ]T

∂z

∂[N ]

∂z

}
dv · {T}ele (1.20)

[C] =

∫
v

ρc[N ]T [N ]
∂{T}ele

∂t
dv (1.21)

{F} =

∫
v

[N ]T
∂Q

∂t
dv −

∫
S

q[N ]TdS (1.22)

式 1.22中の
∫
S
q[N ]TdSについて qを次に示す境界条件と置き換えることで導

入する。
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1.3.3 温度境界条件

次に，境界条件について考える．境界条件には，温度固定条件，熱流速条

件，熱伝達条件，熱輻射条件の 4つの境界条件がある．

温度境界条件：

温度固定境界条件は，有限要素法での固定境界条件に相当し，境界 S1上

で固定温度 Tf ixとすると，

T = Tfix　　（境界 S1上で） (1.23)

熱流速境界条件：熱流速境界条件では，境界 S2上で熱流速 q0[W/(m ·K)]が

流出入するという境界条件であり，

q = q0　　（境界 S2上で） (1.24)

したがって，式 1.18での境界積分項は，次式のようになる．∫
S2

q[N ]TdS　 =

∫
S2

q0[N ]TdS (1.25)

熱伝達境界条件：熱伝達境界条件では，境界 S3上で固体表面と周囲を流れ

る流体などのとの間での熱伝達が生じる．熱伝達率を α[W/(m2 ·K)]，周囲の

流体などの温度を Tcとすると，

q = α(T − Tc)　　（境界 S3上で） (1.26)

同様にして，式 1.18での境界積分項は，次式のようになる．(ただし，要素全

体の値ではなく，要素の節点の値を求めておきたいので [N ]T を乗じる順番

を入れ替える．)∫
S3

q[N ]TdS　 =

∫
S3

α[N ]T (T − Tc)dS

=

∫
S3

α[N ]T ([N ] · Tele)dS −
∫
S3

αTc[N ]TdS

=

∫
S3

α[N ]T [N ]dS · Tele −
∫
S3

αTc[N ]TdS (1.27)
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熱輻射境界条件：熱輻射境界条件では，境界 S4上で周囲環境に対して熱輻

射が行われる．熱輻射率を h[W/(m2 ·K]，周囲環境温度を TOUT とすると，次

式のようになる．

q = h(T − TOUT )　　（境界 S4上で） (1.28)

同様にして，式 1.18での境界積分項は，次式のようになる．∫
S4

q[N ]TdS　 =

∫
S3

h(T − TOUT )[N ]TdS

=

∫
S4

h([N ] · Tele)[N ]TdS −
∫
S4

hTOUT [N ]TdS

=

∫
S4

h[N ][N ]TdS · Tele −
∫
S4

hTOUT [N ]TdS (1.29)
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離散化された式

以上より，熱伝導方程式の離散化式 1.18に境界条件を加味した式は，次の

ようになる．

[K]{T}+ [C]{∂T
∂t

} = {F} (1.30)

ただし，

[K] =

∫
v

λ{∂[N ]T

∂x

∂[N ]

∂x
+

∂[N ]T

∂y

∂[N ]

∂y
+

∂[N ]T

∂z

∂[N ]

∂z
}dv

　　　+

∫
S3

α[N ]T [N ]dS +

∫
S4

h[N ]T [N ]dS (1.31)

[C] =

∫
v

ρc[N ]T [N ]dv (1.32)

{F} =

∫
v

[N ]T
∂Q

∂t
dv −

∫
S2

q0[N ]TdS +

∫
S3

αTc[N ]TdS

　　　+

∫
S4

hTOUT [N ]TdS (1.33)

である．ただし，[K]は熱伝導マトリクス，[C]は熱容量マトリクス， {F}は

熱流速ベクトルである．

また、以上のように空間的に離散化された式を時間について離散化を行

い、式に含まれる積分値を求める。積分計算には、行列が含まれる。積分で

は、行列の成分ごとに積分計算を行う ([3])

時間に関しての離散化

ガラーキン法では，空間に関して離散化を行った．次に，時間に関して離散

化を行う．時間に関する離散化手法として，台形公式を用いたクランク・ニコ

ルソンの差分式 (参考文献 [1](pp.117より))などが知られている．0 <= ϵ <= 1.0

となる、係数を用いて、時刻 t + ϵ∆t(∆は微小時間増分)における節点温度ベ

クトルを次のように表す。{
T
(
t+ ϵ∆t

)}
= ϵ {T (t+∆t)}+ (1− ϵ) {T (t)} (1.34)

また，時刻 t+ ϵ∆tにおける節点温度ベクトルの時間微分を{
∂T

∂t

(
t+ ϵ∆t

)}
=

{T (t+∆t)} − {T (t)}
∆t

(1.35)
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と表す．ただし，{T (t)}はある時間 tにおける全体の節点温度ベクトルを表す．

式 1.30に式 1.34,1.35を代入すると，

[K] {T (t+ ϵ∆t)}+ [C]

{
∂T

∂t
(t+ ϵ∆t)

}
= {F}

[K] {{ϵT (t+ ϵ∆t)}+ (1− ϵ){T (t)}}+ [C]
1

∆t
{{T (t+∆t)}+ {T (t)}} = {F}[

ϵ[K] + 1
∆t
[C]

]
T (t+∆t) =

[
−(1− ϵ)[K] + 1

∆t
[C]

]
{T (t)}+ {F} (1.36)

以上より、ϵを用いた一般式の導出ができた。以下では、の値によって変化す

る積分値について場合別に考える．

）ϵ = 0のとき（前進積分・陽解法）時間 tの時の値を用いて、前進差分を

用いた陽解法の計算になる。そのため、式は、次式のようになる。

1

∆t
[C] {T (t+∆t)} =

[
−[K] + 1

∆t
[C]

]
{T (t)}+ {F} (1.37)

）ϵ = 1
2
のとき、[
1
2
[K] + 1

∆t
[C]

]
{T (t+∆t)} =

[
−1

2
[K] + 1

∆t
[C]

]
{T (t)}+ {F} (1.38)

これはクランク・ニコルソンの差分式と呼ばれる．∆tの大きさがある程度

(1sec～)大きくなると解が振動するとの報告がある．

(http : //computation.cside.com/TA/timeintegration04.html　参照)

そのため，シミュレーション実行時の時間にの設定には注意が必要である．

）ϵ = 1のとき（後退積分、完全陰解法）時間 t+1の時の値を用いて、後

退差分を用いた陰解法の計算になる。そのため、式は、次式のようになる。[
[K] + 1

∆t
[C]

]
T (t+∆t) =

1

∆t
[C]{T (t)}+ {F} (1.39)

//以下、消去予定 (上式の T (t)を T (t+∆t))に修正するだけで良いのか？)[
1
2
[K] + 1

∆t
[C]

]
{T (t+∆t)} =

[
−1

2
[K] + 1

∆t
[C]

]
{T (t+∆t)}+ {F} (1.40)

となる。
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有限要素形状に合わせた離散化

2次元問題の場合

(1次)三角形要素の場合物理量 uを，

u = ax+ by + c (1.41)

とすると，

3次元問題の場合

(1次)四面体要素 3次元のモデルを四面体の有限要素のメッシュで区切る場

合を考える．下図のように，１⇒２⇒３⇒１と右ねじをしめるように四面

体要素の節点番号を決めると，頂点４が決まる．要素の各節点この要素内

１ ２
３４

図 1.2 四面体形状の有限要素

の任意点 (x,y,z)における温度を T とすると，係数 a, b, c, dを決めることで T は

次式のように表わすことができる．

T (x, y, z) = ax+ by + cz + d (1.42)

係数 a, b, c, dは，各節点での温度 T1, T2, T3, T4と各頂点の３次元座標 (i＝ 1～4の

ときに xi, yi, ziが表す位置座標)を次の式のように代入した次の方程式を解い
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て求める．

T1 = ax1 + by1 + cz1 + d

T2 = ax2 + by2 + cz2 + d

T3 = ax3 + by3 + cz3 + d

T4 = ax4 + by4 + cz4 + d (1.43)

これを解いて求めた a, b, c, dをまとめると，要素内の任意点の温度 T は，形状

関数N を用いて次式のように近似することができる．

T = N1T1 +N2T2 +N3T3 +N4T4 (1.44)

ただし，N1, N2, N3, N4は次式に示す形状関数であり，

Ni =
1

6V
(aix+ biy + ciz + di)　　　 (i = 1, 2, 3, 4) (1.45)

となる．また，V は四面体の体積を表し，図 1.3の局所節点 1,2,3を頂点とし

た三角形の面積と同三角形から局所節点４までの高さ Lとの積の３分の１

と等しい．また，原点Oから節点 1,2,3,4へのベクトルを用いると式 1.46のよ

うにかける．

V =
1

6
det

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

(1.46)
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また，ai, bi, ci, di,は，次に示す行列式の計算値である．

ai = (−1)i(ykzl + ylzj + yjzk − ykzj − ylzk − yjzl)

= (−1)idet

1 yj zj

1 yk zk

1 yl zl

(1.47)

bi = (−1)i(xjzl + xkzj + xlzk − xlzj − xjzk − xkzl)

= (−1)idet

xj 1 zj

xk 1 zk

xl 1 zl

(1.48)

ci = (−1)i(xjyk + xkyl + xlyj − xlyk − xjyl − xkyj)

= (−1)idet

xj yj 1

xk yk 1

xl yl 1

(1.49)

di = (−1)i(xjykzl + xkylzj + xlyjzk − xlykzj − xjylzk − xkyjzl)

= (−1)idet

xj yj zj

xk yk zk

xl yl zl

(1.50)

(1.51)

ただし，

i = 1に対して，j = 2, k = 3, l = 4

i = 2に対して，j = 3, k = 4, l = 1

i = 3に対して，j = 4, k = 1, l = 2

i = 4に対して，j = 1, k = 2, l = 3

の対応関係となっている．また，上に示した形状関数は，次の性質も示す．

� x, y, zの多項式である. (1.52)

� Ni(xj, yj, zj) =

 0　 (i ̸= jのとき)

1　 (i = jのとき)
　 (i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, 3, 4)) (1.53)

� N1 +N2 +N3 +N4 = 1　 (1.54)
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四面体要素内の任意点 (x, y, z)での形状関数N1の値は，節点 2, 3, 4で囲まれる

面と節点 1の間における物理量を近似するものであり，節点 2, 3, 4と点 (x, y, x)

を頂点とする四面体の体積と節点 1, 2, 3, 4で囲まれた四面体要素全体の体積

の比に等しい．同様に，形状関数N2は，節点 1, 3, 4と要素内の任意点 x, y, zを

１ ２
３４

図 1.3 四面体形状の有限要素

頂点とする四面体の体積と有限要素全体の体積との比に等しい．

また，たとえば，節点 2, 3, 4で囲まれる三角形平面上では，N1 = 0なので

(�の性質より)，物理量は，u2, u3, u4に依存するが，u1と無関係となる．

節点 2, 3, 4で囲まれた三角形の面上の点任意点P (x, y, z, T )の温度Tは，u1の

影響は受けず，物理量 u2, u3, u4にのみに依存する．

次に，熱伝導方程式の差分の式には，温度 T の x, y, z方向の偏微分が含ま

れるため，これを求めることにする．先に，求めた式

T = N1T1 +N2T2 +N3T3 +N4T4

より，各節点での温度 Ti(i=1,2,3,4)は，節点で固定の定数であるので，

∂T

∂x
=

∂N1

∂x
T1 +

∂N2

∂x
T2 +

∂N3

∂x
T3 +

∂N4

∂x
T4

=
a1T1 + a2T2 + a3T3 + a4T4

6V
(1.55)

∂T

∂y
=

b1T1 + b2T2 + b3T3 + b4T4

6V
(1.56)

∂T

∂z
=

c1T1 + c2T2 + c3T3 + c4T4

6V
(1.57)

ここで，ai～ci, Ti　 (i = 1, 2, 3, 4), V は定数なので，∂T
∂x
, ∂T
∂y
, ∂T
∂z
は定数となる．

以上より，∂[N ]
∂x

, ∂[N ]T

∂x
を計算することができる．これらを有限要素ごとに求

めて，積分し，全体剛性行列を作る．
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形状関数を用いた、K1の導出 (理論その１)

Ni =
1

6
(aix+ biy + ciz + di) (1.58)

より、

∂[N ]

∂x
=

1

6
[a1 a2 a3 a4] (1.59)

∂[N ]

∂x

T

=
1

6
[a1 a2 a3 a4]

T

(1.60)

∂[N ]

∂y
=

1

6
[b1 b2 b3 b4] (1.61)

∂[N ]

∂y

T

=
1

6
[b1 b2 b3 b4]

T

(1.62)

∂[N ]

∂z
=

1

6
[c1 c2 c3 c4] (1.63)

∂[N ]

∂x

T

=
1

6
[c1 c2 c3 c4]

T

(1.64)

上は、直前に説明があるので不要では？

∂[N ]

∂x

∂[N ]T

∂x
+

∂[N ]

∂y

∂[N ]T

∂y
+

∂[N ]

∂z

∂[N ]T

∂z
= (1.65)

=
1

36V 2


a21 + b21 + c21 a1a2 + b1b2 + c1c2 a1a3 + b1b3 + c1c3 a1a4 + b1b4 + c1c4

a2a1 + b2b1 + c2c1 a22 + b22 + c22 a2a3 + b2b3 + c2c3 a2a4 + b2b4 + c2c4

· · a23 + b23 + c23 a3a4 + b3b4 + c3c4

(対称) · · a24 + b24 + c24


=

1

36V 2
[Kb] (とおく) (1.66)

↓これで正しいのか?ソース・出典はどこ！？∫ ∫ ∫
ξi1ξ

j
2ξ

k
3ξ

l
4d(volume) = 6V

i!j!k!l!

(i+ j + k + l + 3)!
(1.67)
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以上より、

(式 1.31の右辺第一項を再掲)：

K1 =

∫
v

λ

{
∂[N ]T

∂x

∂[N ]

∂x
+

∂[N ]T

∂y

∂[N ]

∂y
+

∂[N ]T

∂z

∂[N ]

∂z

}
dv (1.68)

=

∫
v

λ
1

36V 2
[Kb] dv (1.69)

= λ
1

36V 2
[Kb]

∫
v

dv (1.70)

式 1.67で i = j = k = l = 0のとき、

(式 1.67) = 6V
0!

3!
(1.71)

= V (1.72)

だから、これを、上式に代入して、

K1 = λ
1

36V 2
[Kb]V (1.73)

= λ
1

36V
[Kb] (1.74)

K2の導出

∫ ∫
ξi1ξ

j
2ξ

k
3d(squae) = 2 △ (=三角形の面積) · i!j!k!

(i+ j + k + 2)!
(1.75)

K2 =

∫
S3

α[N ]T [N ]dS (1.76)
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[N ]T · [N ] =


N1

N2

N3

N4


[
N1 N2 N3 N4

]

=


N2

1 N1N2 N1N3 N1N4

N2N1 N2
2 N2N3 N2N4

N3N1 N3N2 N2
3 N3N4

N4N1 N4N2 N4N3 N2
4

 (1.77)

N1 = 0の時 k21 =


0 0 0 0

0 N2
2 N2N3 N2N4

0 N3N2 N2
3 N3N4

0 N4N2 N4N3 N2
4



N2 = 0の時 k22 =


N2

1 0 N1N3 N1N4

0 0 0 0

N3N1 0 N2
3 N3N4

N4N1 0 N4N3 N2
4



N3 = 0の時 k23 =


N2

1 N1N2 0 N1N4

N2N1 N2
2 0 N2N4

0 0 0 0

N4N1 N4N2 0 N2
4



N4 = 0の時 k24 =


N2

1 N1N2 N1N3 0

N2N1 N2
2 N2N3 0

N3N1 N3N2 N2
3 0

0 0 0 0


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K2 =

∫
∆1 の面積

　 k21dS +

∫
∆2 の面積

　 k22dS +

∫
∆3 の面積

　 k23dS +

∫
∆4 の面積

　 k24dS

∫
∆1 の面積

　 k21dSの要素∫
∆234

　N2
2dxdy = 2∆

2!

2 + 2
! (1.78)

=
∆

6
(1.79)

·· (1.80)

以上より、

k21 =
∆

12


0 0 0 0

0 2 1 1

0 1 2 1

0 1 1 2



k22 =
∆

12


2 0 1 1

0 0 0 0

1 0 2 1

1 0 1 2



k23 =
∆

12


2 1 0 1

1 2 0 1

0 0 0 0

1 1 0 2



k24 =
∆

12


2 1 1 0

1 2 1 0

1 1 2 0

0 0 0 0


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同様にして,[C] は

C1 =
四面体の体積 (V olume)

20


2 1 1 1

1 2 1 1

1 1 2 1

1 1 1 2


同様にして,{F} はN1 = 0すなわち、節点 2, 3, 4、1, 3, 4、1, 2, 4、1, 2, 3の面での

積分を考える。すると、次式のようになる。

f2 =

∫
S2

q0[N ]TdS

=

∫
S2

q0


N1

N2

N3

N4

 dS (1.81)

= q01
∆1

3


0

1

1

1

+ q02
∆2

3


1

0

1

1

+ q03
∆3

3


1

1

0

1

+ q04
∆4

3


1

1

1

0

 (1.82)

ただし、q01～q04は各面において流出入する熱量である。

要素内の節点間の計算式に変換する

離散化した式 1.31,1.32,1.33を要素内の節点間の関係に直し，計算可能な式

に変形する．
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1.3.4 (x, y, z)座標系から (ξ, η, ζ)座標系への座標変換

形状関数の座標変換

そこでまず，考えやすくするために，式 1.31の右辺第 1,2,3項をK1, K2, K3と

おき， (ξ, η, ζ)座標系に変換する過程について考える．

(式 1.31の右辺第一項を再掲)：

K1 =

∫
v

λ

{
∂[N ]T

∂x

∂[N ]

∂x
+

∂[N ]T

∂y

∂[N ]

∂y
+

∂[N ]T

∂z

∂[N ]

∂z

}
dv (1.83)

以下，式 1.83を (ξ, η, ζ)座標に変換して計算する過程を示す．四面体要素内の

任意点 (x, y, z)は形状関数N1, N2, N3, N4を用いて次式のように表せる．式 1.84

の証明は，後に示す．

x = N1x1 +N2x2 +N3x3 +N4x4

y = N1y1 +N2y2 +N3y3 +N4y4 (1.84)

z = N1z1 +N2z2 +N3z3 +N4z4

これを，図 1.4のような座標系に変換する．デカルト座標系 (x, y, z)で表され

x y
z 12 3

4
(x,y,z) 1(0,0,0) ξ

η
ζ

2(1,0,0)
3(0,1,0)4(0,0,1)

図 1.4 (x, y, z)座標系から，(ξ, η, ζ)座標系への変換

た四面体内の任意点を，四面体内の座標系 (ξ, η, ζ)で表して，導き出される

等式より座標変換を行う．

式 1.84を四面体内の座標系で表すと，次式 1.85の様になる．
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x = (1− ξ − η − ζ)x1 + ξx2 + ηx3 + ζx4

y = (1− ξ − η − ζ)y1 + ξy2 + ηy3 + ζy4 (1.85)

z = (1− ξ − η − ζ)z1 + ξz2 + ηz3 + ζz4

これらの式は以下より導出する．

x = N


x1

x2

x3

x4

 , y = N


y1

y2

y3

y4

 , z = N


z1

z2

z3

z4

 , N =
[
1− ξ − η − ζ ξ η ζ

]
(1.86)

とすると，

x = N


x1

x2

x3

x4



=
[
1− ξ − η − ζ ξ η ζ

]


x1

x2

x3

x4


= (1− ξ − η − ζ)x1 + ξx2 + ηx3 + ζx4

同様にして，

y = (1− ξ − η − ζ)y1 + ξy2 + ηy3 + ζy4 (1.87)

　 z = (1− ξ − η − ζ)z1 + ξz2 + ηz3 + ζz4

それぞれを変形して，

　 x = (x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η + (x4 − x1)ζ + x1

y = (y2 − y1)ξ + (y3 − y1)η + (y4 − y1)ζ + y1 (1.88)

　 z = (z2 − z1)ξ + (z3 − z1)η + (z4 − z1)ζ + z1
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となる．

計算に用いる領域は，0≦ξ≦ 1,　 0≦η≦ 1,　 0≦ζ≦ 1,　 0≦ξ + η + ζ≦ 1とな

るような四面体内部について考え，形状関数N(1× 4の行マトリクス)は次

式のように置き換えたものを用いる．

N =
[
N1 N2 N3 N4

]
(1.89)

=
[
1− V2

V
− V3

V
− V4

V
V2

V
V3

V
V4

V

]
(1.90)

=
[
1− ξ − η − ζ ξ η ζ

]
(1.91)

ただし，V は四面体要素の体積，V2, V3, V4はそれぞれ，節点 1, 3, 4と要素内

部の任意点 (x, y, z)を頂点とする四面体の体積，節点 1, 2, 4と要素内部の任意

点 (x, y, z)を頂点とする四面体の体積，節点 1, 2, 3と要素内部の任意点 (x, y, z)

を頂点とする四面体の体積を表す．また，1.54より，形状関数N1を表現する．

∂N
∂x

, ∂N
∂y

, ∂N
∂z
の (ξ, η, ζ)座標系への変換

次に，合成関数の偏微分法より，
∂N
∂ξ

∂N
∂η

∂N
∂ζ

 =


∂x
∂ξ

· ∂N
∂x

∂y
∂ξ

· ∂N
∂y

∂z
∂ξ

· ∂N
∂z

∂x
∂η

· ∂N
∂x

∂y
∂η

· ∂N
∂y

∂z
∂η

· ∂N
∂z

∂x
∂ζ

· ∂N
∂x

∂y
∂ζ

· ∂N
∂y

∂z
∂ζ

· ∂N
∂z



=


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ




∂N
∂x

∂N
∂y

∂N
∂z

 (1.92)

=
[
J

]
∂N
∂x

∂N
∂y

∂N
∂z

 (1.93)

ただし [J]はヤコビ行列である．両辺に [J ]−1を乗じることにより次式を得る．
∂N
∂x

∂N
∂y

∂N
∂z

 =
[
J

]−1


∂N
∂ξ

∂N
∂η

∂N
∂ζ

 (1.94)
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[J ]−1 =
1

det|J |


∂y
∂η

· ∂z
∂ζ

− ∂z
∂η

· ∂y
∂ζ

∂z
∂ξ

· ∂y
∂ζ

− ∂y
∂ξ

· ∂z
∂ζ

∂y
∂ξ

· ∂z
∂η

− ∂z
∂ξ

· ∂y
∂η

∂z
∂η

· ∂x
∂ζ

− ∂x
∂η

· ∂z
∂ζ

∂x
∂ξ

· ∂z
∂ζ

− ∂z
∂ξ

· ∂x
∂ζ

∂z
∂ξ

· ∂x
∂η

− ∂x
∂ξ

· ∂z
∂η

∂x
∂η

· ∂y
∂ζ

− ∂y
∂η

· ∂x
∂ζ

∂y
∂ξ

· ∂x
∂ζ

− ∂x
∂ξ

· ∂y
∂ζ

∂x
∂ξ

· ∂y
∂η

− ∂y
∂ξ

· ∂x
∂η


式 1.88を代入して

[J]
−1

=
1

det|J|

 (y3 − y1)(z4 − z1) − (z3 − z1)(y4 − y1) (z2 − z1)(y4 − y1) − (y2 − y1)(z4 − z1) (y2 − y1)(z3 − z1) − (z2 − z1)(y3 − y1)

(z3 − z1)(x4 − x1) − (x3 − x1)(z4 − z1) (x2 − x1)(z4 − z1) − (z2 − z1)(x4 − x1) (z2 − z1)(x3 − x1) − (x2 − x1)(z3 − z1)

(x3 − x1)(y4 − y1) − (y3 − y1)(x4 − x1) (y2 − y1)(x4 − x1) − (x2 − x1)(y4 − y1) (x2 − x1)(y3 − y1) − (y2 − y1)(x3 − x1)



(1.95)

となる．これを，

[J ]−1 =
1

det|J |
[A]

=
1

det|J |


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 (1.96)

とおく．これより，[A]の各要素は四面体の節点の座標値 (∈実数)で構成され

た実数値行列であることが分かる．

また，次式 1.97より，

[J ] =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ

 (1.97)

det|J | = (x2 − x1)(y3 − y1)(z4 − z1) + (y2 − y1)(z3 − z1)(x4 − x1) + (z2 − z1)(x3 − x1)(y4 − y1)

−(x4 − x1)(y3 − y1)(z2 − z1)− (x2 − x1)(y4 − y1)(z3 − z1)− (x3 − x1)(y2 − y1)(z4 − z1)

= (x2 − x1){(y3 − y1)(z4 − z1)− (y4 − y1)(z3 − z1)}

+(y2 − y1){(z3 − z1)(x4 − x1)− (x3 − x1)(z4 − z1)} (1.98)

+(z2 − z1){(x3 − x1)(y4 − y1)− (y3 − y1)(x4 − x1)}

と書き下せる．
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式 1.93を変形し，式 1.100を代入すると
∂N
∂x

∂N
∂y

∂N
∂z

 =
[
J

]−1


∂N
∂ξ

∂N
∂η

∂N
∂ζ

 (1.99)

=
1

det|J |


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




∂N
∂ξ

∂N
∂η

∂N
∂ζ

 (1.100)

=
1

det|J |


a11

∂N
∂ξ

+ a12
∂N
∂η

+ a13
∂N
∂ζ

a21
∂N
∂ξ

+ a22
∂N
∂η

+ a23
∂N
∂ζ

a31
∂N
∂ξ

+ a32
∂N
∂η

+ a33
∂N
∂ζ



=
1

det|J |


a11 [−1 1 0 0] + a12 [−1 0 1 0] + a13 [−1 0 0 1]

a21 [−1 1 0 0] + a22 [−1 0 1 0] + a23 [−1 0 0 1]

a31 [−1 1 0 0] + a32 [−1 0 1 0] + a33 [−1 0 0 1]



=
1

det|J |


−a11 − a12 − a13 a11 a12 a13

−a21 − a22 − a23 a21 a22 a23

−a31 − a32 − a33 a31 a32 a33

 (1.101)

=
1

det|J |


[Nx]

[Ny]

[Nz]

 (1.102)

とおく。



第 1章 熱伝導シミュ 25

また，四面体の体積 V は，

6V =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x y z

0 x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

0 x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

0 x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(∵ 2，3，4行から 1行を引く) (1.103)


= 1 ×

∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣ + 0 ×

∣∣∣∣∣∣∣
x y z

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣ + 0 ×

∣∣∣∣∣∣∣
x y z

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣
+ 0 ×

∣∣∣∣∣∣∣
x y z

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣



=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (∵余因子展開で他の項は 0倍) (1.104)

式 1.88を式 1.92に代入して,

J =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ



=


x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

 (1.105)
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式 1.105は式 1.106と等しいので，

det|J | = 6V (1.106)

となる．

また，ヤコビアンの定義 [4]より，

∂(x, y, z)

∂(ξ, η, ζ)
= det


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ

 (1.107)

これを変形して，

dxdydz = det[J ]dξdηdζ (1.108)

これらを用いて dV を座標変換する．

dV = dxdydz

= det|J |dξdηdζ

= 6V dξdηdζ (1.109)

以上より，式 1.83に，式 1.102，式 1.106を代入．また、式 1.109を用いて，体積

要素 dV の (x, y, z)座標から (ξ, η, ζ)座標への変換式を用いる∫ ∫ ∫
Vξηζ

λ

{
1

6V
[Nx]

T 1

6V
[Nx] +

1

6V
[Ny]

T 1

6V
[Ny] +

1

6V
[Nz]

T 1

6V
[Nz]

}
6V dξdηdζ

=
6V

36V 2
λ

∫ ∫ ∫
Vξηζ

{
[Nx]

T [Nx] + [Ny]
T [Ny] + [Nz]

T [Nz]
}
dξdηdζ (1.110)

ここで
{
[Nx]

T [Nx] + [Ny]
T [Ny] + [Nz]

T [Nz]
}
= [Km]とすると (ただし [Km] は実数値

行列．
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Km = [Nx]
T [Nx] + [Ny]

T [Ny] + [Nz]
T [Nz]

=


−a11 − a12 − a13

a11

a12

a13


[
−a11 − a12 − a13 a11 a12 a13

]

+


−a21 − a22 − a23

a21

a22

a23


[
−a21 − a22 − a23 a21 a22 a23

]

+


−a31 − a32 − a33

a31

a32

a33


[
−a31 − a32 − a33 a31 a32 a33

]

=


(a11 + a12 + a13)

2 · · −(a11 + a12 + a13)a13

−a11(a11 + a12 + a13) a11
2 · ·

−a12(a11 + a12 + a13) a12a11 a12
2 ·

−a13(a11 + a12 + a13) a13a11 a13a12 a13
2



+


(a21 + a22 + a23)

2 · · −(a21 + a22 + a23)a23

−a21(a21 + a22 + a23) a21
2 · ·

−a22(a21 + a22 + a23) a22a11 a22
2 ·

−a23(a21 + a22 + a23) a23a11 a23a22 a23
2



+


(a31 + a32 + a33)

2 · · −(a31 + a32 + a33)a33

−a31(a31 + a32 + a33) a31
2 · ·

−a32(a31 + a32 + a33) a32a11 a32
2 ·

−a33(a31 + a32 + a33) a33a11 a33a12 a33
2

(1.111)
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(K1(=式 1.110)) =
λ

6V
[Km]

∫ ∫ ∫
Vξηζ

dξdηdζ

=
λ

6V
[Km]

∫ 1

0

∫ 1−ζ

0

[ξ]1−η−ζ
0 dηdζ

=
λ

6V
[Km]

∫ 1

0

∫ 1−ζ

0

(1− η − ζ)dηdζ

=
λ

6V
[Km]

∫ 1

0

[
(1− ζ)η− 1

2
η2

]1−ζ

0

dη dζ

=
λ

6V
[Km]

∫ 1

0

1

2
(1− ζ)2dζ

=
λ

6V
[Km]

∫ 1

0

1

2

[
1

3
ζ3 − ζ2 + ζ

]1
0

dζ

=
λ

6V
[Km]

1

6
=

λ

36V
[Km] (1.112)

と計算できる．ただし、Km =( 式 1.111 )

同様にして，K2, K3の導出も行う．

K2の導出

1.27式より，各節点の値を求めたいので，順番を入れ替えて，∫
S3

q[N ]TdS　 =

∫
S3

α(T − Tc)[N ]TdS

=

∫
S3

[N ]Tα(T − Tc)dS

=

∫
S3

α[N ]T ([N ] · Tele)dS −
∫
S3

α[N ]TTcdS

=

∫
S3

α[N ]T [N ]dS · Tele −
∫
S3

α[N ]TTcdS (1.113)

dSの導出

(x, y, z)空間内のベクトル u, vの微小変化，du, dvは，単位ベクトル e(i, j, k)を

用いて，

du =
[
a1 a2 a3

]
i

j

k

 (1.114)
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dv =
[
b1 b2 b3

]
i

j

k

 (1.115)

と表せる．

また，空間中の三角形微小要素 dSは dS = 1
2
|du× dv| と表せる．

du

dv ds

図 1.5 三角形微小要素 dS

テーラーの定理より，

x(ξ + dξ, η, ζ) = x(ξ, η, ζ) +
∂

∂ξ
x(ξ, η, ζ)dξ (1.116)

∂

∂ξ
x(ξ, η, ζ)dξ = x(ξ + dξ, η, ζ)− x(ξ, η, ζ)

= (x2 − x1)(ξ + dξ) + (x3 − x1)η + (x4 − x1)ζ

−{(x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η + (x4 − x1)ζ}

= (x2 − x1)dξ (1.117)

これらは，[J ]の各成分に dξ, dη, dζ を乗じたものである．ゆえに，次式に

なる．

[J ] [dξ dη dζ] =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ

 [dξ dη dζ]

=


x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

 [dξ dη dζ] (1.118)
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式 1.88を再掲する．

x = (1− ξ − η − ζ)x1 + ξx2 + ηx3 + ζx4

= (x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η + (x4 − x1)ζ + x1

y = (y2 − y1)ξ + (y3 − y1)η + (y4 − y1)ζ + y1 (1.119)

　 z = (z2 − z1)ξ + (z3 − z1)η + (z4 − z1)ζ + z1

だから，u, vの微小変化 du, dvを以下の式で表すとする．η = 0 の ξ − ζ平面で

考えると，

du = (
∂x

∂ξ
dξ)i+ (

∂y

∂ξ
dξ)j + (

∂z

∂ξ
dξ)k (1.120)

dv = (
∂x

∂ζ
dζ)i+ (

∂y

∂ζ
dζ)j + (

∂z

∂ζ
dζ)k (1.121)

　　//↑に関して，η≠ 0の時の下の係数の計算はどうにか循環して計算で

きるように実装したい．

以上より，du× dvは単位ベクトル eを用いて，次式のように書ける．

e =
[
e1 e2 e3

]
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を用いて

du× dv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

∂x
∂ξ
dξ ∂y

∂ξ
dξ ∂z

∂ξ
dξ

∂x
∂ζ
dζ ∂y

∂ζ
dζ ∂z

∂ζ
dζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dξdζ

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dξdζ

=


(y2 − y1)(z4 − z1)e1 − (z2 − z1)(y4 − y1)e1

+(x4 − x1)(z2 − z1)e2 − (x2 − x1)(z4 − z1)e2

+(x2 − x1)(y4 − y1)e3 − (x4 − x1)(y2 − y1)e3

 dξdζ

=
[
M1 M2 M3

]
e1

e2

e3

 dξdζ (1.122)

ただし，

M1 = (y2 − y1)(z4 − z1)− (z2 − z1)(y4 − y1)

M2 = (x4 − x1)(z2 − z1)− (x2 − x1)(z4 − z1)

M3 = (x2 − x1)(y4 − y1)− (x4 − x1)(y2 − y1)

(1.123)

とする．式 1.122,1.123,ピタゴラスの定理より，微小面積は次の様に計算で

きる．

dS = |du× dv|

=
√

M2
1 +M2

2 +M2
3dξdζ (1.124)

ただし，0 ≦ ζ ≦ 1− ξ, 0 ≦ ξ ≦ 1とする．(参考:また、dS, dξdζは微小面積要素な

ので、この段階では積分範囲の形状を考慮した 1
2
は付さない。)
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K2, K3を求める

ところで，Nの定義は，１×Nの行マトリクスであった．ゆえに，

[N ]T · [N ] =


N1

N2

N3

N4


[
N1 N2 N3 N4

]

=


N2

1 N1N2 N1N3 N1N4

N2N1 N2
2 N2N3 N2N4

N3N1 N3N2 N2
3 N3N4

N4N1 N4N2 N4N3 N2
4

 (1.125)

となり，対称行列となる．N1, N2, N3, N4はそれぞれ行列ではなく，行列の成分

なので，対角成分と上半分（または下半分）を求めればよい．

式 1.31の右辺第二，三項を計算するにあたり，式 1.125の行列の各要素につ

いて，積分計算を行う．これを要素ごとにまとめ，四面体要素全体の計算と

してまとめることにする．

([K]の第二，三項) =

∫
S3

α[N ]T [N ]dS +

∫
S4

h[N ]T [N ]dS

(1.126)

そこで，本計算では，引き続き (x, y, z)空間内の四面体を (ξ, η, ζ)空間内に座標

変換した四面体内で考える．以下，η = 0とした ξ− ζ平面の面積分を考える．

∫ 1

0

[N ]T [N ]dS =

∫ 1

0

dξ

∫ 1−ξ

0

[N ]T [N ]dζ

(1.127)

ここで，[N ][N ]T の行列 (式 1.125)に含まれる要素ごとに積分を行う．
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＋ ＋ ＝１より ＝０とすると

d
O １

１ =1-

・・・・・・
図 1.6 ξ − ζ平面での面積分

∫ 1

0
dξ

∫ 1−ξ

0
dζ

i) N2
1 のとき ∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

N2
1dζdξ =

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(1− ξ − ζ)2dζdξ

=

∫ 1

0

−1

3

[
(1− ξ − ζ)3

]1−ξ

0
dξ

=

∫ 1

0

1

3
(1− ξ)3dξ

= − 1

12

[
(1− ξ)4

]1
0

=
1

12
(1.128)

ii) N1N2のとき

·

·

·

同様にして，N2
2 , N

2
3 , ...N2N4, N3N4を求める．また，N1N2 ， N2N1は積の順番

を入れ替え可能なため，同値となる．
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求めた結果，以下のようになる．∫ 1

0

[N ]T [N ]dS =

∫ 1

0

dξ

∫ 1−ξ

0

[N ]T [N ]dζ

=


1
12

1
24

0 1
24

1
24

1
12

0 1
24

0 0 0 0

1
24

1
24

0 1
12

 (1.129)

=
1

24


2 1 0 1

1 2 0 1

0 0 0 0

1 1 0 2

 (1.130)

ゆえに，式 1.124，1.126より，

([K]の第 2, 3項からα, hを除いたもの) =

∫
Sx

[N ]T [N ]dS

=

∫
Sx

[N ]T [N ]
√

M2
1 +M2

2 +M2
3dξdζ

=
√

M2
1 +M2

2 +M2
3


1
12

1
24

0 1
24

1
24

1
12

0 1
24

0 0 0 0

1
24

1
24

0 1
12



=

√
M2

1 +M2
2 +M2

3

2

1

12


2 1 0 1

1 2 0 1

0 0 0 0

1 1 0 2


次に，熱容量マトリクスについての式の導出を行う．Kと同様にして最終

的に (x, y, z)空間に変換すると，次式のようになる (式 1.109を用いて dVを座
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標変換する)．

(式 1.32の右辺) =

∫
v

ρc[N ]T [N ]dv (1.131)

= ρc

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1−ξ−η

0

[N ]T [N ]det|J |dξdηdζ

= ρc · 6V


1
60

1
120

1
120

1
120

1
120

1
60

1
120

1
120

1
120

1
120

1
60

1
120

1
120

1
120

1
120

1
60



=
ρcV

20


2 1 1 1

1 2 1 1

1 1 2 1

1 1 1 2

 (1.132)

また，熱流束ベクトルについても，Kと同様にして最終的に (x, y, z)空間に

変換すると，次式のようになる．

(式 1.33の右辺より) =

∫
s

[N ]Tds (1.133)

=
√
M2

1 +M2
2 +M2

3


1
6

1
6

0

1
6

 (1.134)

[K]{T}+ [C]{∂T
∂t

} = {F} (1.135)
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ただし，

[K] =

∫
v

λ{∂[N ]T

∂x

∂[N ]

∂x
+

∂[N ]T

∂y

∂[N ]

∂y
+

∂[N ]T

∂z

∂[N ]

∂z
}dv

　　　+

∫
S3

α[N ]T [N ]dS +

∫
S4

h[N ]T [N ]dS (1.136)

=
λ

6V
[Km]　　　（

.
.
.
式 1.110より）　

+α

√
M2

1 +M2
2 +M2

3

2

1

12


2 1 0 1

1 2 0 1

0 0 0 0

1 1 0 2

+ h

√
M2

1 +M2
2 +M2

3

2

1

12


2 1 0 1

1 2 0 1

0 0 0 0

1 1 0 2


(ただし，η = 0の時)

[C] =

∫
v

ρc[N ]T [N ]dv (1.137)

=
ρcV

20


2 1 1 1

1 2 1 1

1 1 2 1

1 1 1 2

 (1.138)

{F} =

∫
v

[N ]T
∂Q

∂t
dv −

∫
S2

q0[N ]TdS +

∫
S3

αTc[N ]TdS

　　　+

∫
S4

hTOUT [N ]TdS (1.139)

=

∫
v

[N ]T
∂Q

∂t
dv − q0 ·

√
M2

1 +M2
2 +M2

3


1
6

1
6

0

1
6

 (1.140)

+αTc ·
√

M2
1 +M2

2 +M2
3


1
6

1
6

0

1
6

+ hTOUT ·
√
M2

1 +M2
2 +M2

3


1
6

1
6

0

1
6


(ただし，η = 0の時) (1.141)
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ガス加熱

ガス加熱では燃焼ガスがフライパンなどの調理器具の底に吹きつけられ、

加熱する方式？である。調理器具表面での対流伝熱が生じる。

1.3.5 IH加熱

IH範囲の当たり判定

IHによる加熱範囲は、IHが同心コイル状なので、円環状になると考えら

れる。また円環状に加熱されることは、熱画像カメラによる測定でも確認

できた。この加熱を、調理器具を表現した 3次元の四面体要素で分割した調

理器具メッシュを使って再現を行う。調理器具には、厚みが一様の鉄板を用い

る。鉄板をドロネーの四面体要素で分割する。分割したメッシュの図は次の

ようになる。

図 1.7 鉄板を四面体分割したメッシュの図

IHから伝わる熱流束を計算する。IH加熱では、鉄板内部で誘導加熱され、

加熱部位から隣り合う要素の節点へと熱伝導すると考えられる。

ところで、IH加熱では、誘導コイルから出た磁束が調理器具内部に浸透

し、磁束の周りに生じる渦電流がジュール加熱されて発熱する。磁束が浸透

する深さ（浸透深さ）は、計算により算出が可能である [5]。

IH加熱の周波数が 20kHz～60kHzとの報告がある (要出典：インターネット

より。メーカーに確認する) 調理器具に鉄板を用いた場合には、グラフより、

調理器具の表面から 0.1mm未満浸透する。そのため、IHによる誘導加熱は、

鉄板の底面で生じるものとして計算を行う。したがって、IHから鉄板への単
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位時間当たりの熱流束量を、鉄板の円環領域の面積で除したものを、円環

領域のメッシュに対して付加することにより、IH加熱を再現することにする。

図 1.8 金属の浸透深さ ([5]より)

図 1.9は、IHに内蔵されたコイルに寄る誘導加熱の原理の模式図である。

コイルからの磁束が鍋底から、浸透深さまで浸透し、鍋内に磁束の向きに

対して右ねじの法則でウゼ電流が発生する。鍋の材質に固有の電気抵抗に

よりジュール熱が生じ、加熱される。

1.3.6 方程式の解法

方程式の解法は様々知られている。その内のいくつかを紹介し、数値計算

法が適用できるように式を変形する。

逆行列を用いた解法

時間軸での差分式を用いて、t +∆tステップでの温度ベクトルを求めるた

めには、単に T (t+∆t)の係数の全体剛性行列の逆行列を左から両辺にかけれ

ば良い。行列の成分は上三角と下三角とで (i,j)と (j,i)成分の値は同じになる
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図 1.9 IHコイルによる誘導加熱の模式図 ([5]より)

はずである。しかし、縦×横が n次元として、nが 300程度であれば、逆行列

の計算には 1秒程度で済むが、掃出し法の場合、ガウスの消去法？なので？、

nが少し大きくなると、その３乗に比例して大きな計算コストがかかるよ

うになる。プリプロセスとはいえ、現実的にデバッグするのが大変になって

しまう。そこで、ガウスザイデル法を使って反復計算を行い、制度は劣るが

繰り返し計算の回数で精度をあげていく手法をとる。ガウスザイデル法の

詳しい計算の仕方については、次に述べる。

ガウスザイデル法

本研究では、数値計算の速度を重視し、計算精度を繰り返し計算回数で

の調節が期待できるガウスザイデル法を用いて計算を行う。また、並列計

算も可能であると考えられ、GPUなどを使った超並列計算の実現を期待し

ている。
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Ax(n) + b = 0 (1.142)

(D − F )x(n) = −b (1.143)

x(n) = D−1Fx(n)−D−1b (1.144)

ただし、Dは、Aの対角成分のような行列。Fは、AからDを引いたものと

なる。式??を当てはめると、次式になる。

A =
(

1
2
[K] + 1

∆t
[C]

)
(1.145)

x[n] = {T (t+∆t)} (1.146)

−b =
(
−1

2
[K] + 1

∆t
[C]

)
{T (t)}+ {F} (1.147)

以上より、

T (t+∆t) = D−1(−1)(
(

1
2
[K] + 1

∆t
[C]

)
の非対角成分)T (t)

−D−1(
(
−1

2
[K] + 1

∆t
[C]

)
{T (t)}+ {F}) (1.148)

上記で、Dは、Aの対角成分から作成した配列とする。また、F はAの非対

角成分、すなわち、互いに異なる節点で作る四面体の辺と捉え、これを要

素とする構造体とみなす。−bに相当する部分は、繰り返し計算前の温度ベ

クトル T (t)を用いて作成する。

まず、Aを求め、対角成分だけになるような行列を探し、F,Dを定義して、

計算を進める。上式より、x[n]は節点の温度を表す n× 1のベクトル T (t+∆t)

になる。ヤコビ法では、xを一度に更新するが、ガウス・ザイデル法では 1行

ずつ更新する。そのため、毎計算ステップで 1つの節点が順々に更新されて

いく。右辺第一項の T (t)は、随時更新された i行の温度については更新され

たものを用いる。

計算アルゴリズム式の模式図を次に示す。
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＋＝

熱伝導

熱容量の行列A
熱伝導

熱容量の行列B

図 1.10 ガウスザイデルの計算式

行列

図 1.11 ガウスザイデルの計算式 2

1.4 水分の蒸発

1.4.1 沸点温度未満の場合

食品と水の科学 [6]の pp.201によれば，蒸発は，その温度における飽和水蒸

気圧Hsと環境雰囲気中の水蒸気圧Hcとの差Hs −Hcに支配され，単位表面積

あたりの乾燥速度Rcは次のように表せる．

Rc = −W0

A
· dW
dθ

= K(Hs −Hc) (1.149)

ただし，W0：見かけの無水物質量，A：見かけの乾燥表面積，dW
dθ
：単位時間

における単位材料無水物当りの水の質量の変化，K：境膜物質移動係数．雰

＋

－１ －１

＋

－１ －１

i i i

＋

図 1.12 ガウスザイデルの計算式 3
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囲気の流速と共に増大する．

メッシュの外殻を構成する要素の面積を用いて、蒸発する水分量を計算す

ることができるはずである。

これを有限要素法の計算式に組み込むためにはどうすればよいだろうか？
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